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" [Objectif :

L'objectif de ce chapitre est la résolution des systemes linéaires de la forme :
Ax=hb
o avec Ae K™ est supposée inversible et b e K™
Définition :

On appelle méthode directe de résolution Ax=b une méthode qui donne
exactement la solution aprés un nombre fini d’opérations élémentaires
(+-)

Comme A est inversible, la résolution du systeme Ax =b est unique et donnée par :

x=Alh= " tl(A) (com( A))T b ce suggere le calcul de l'inverse de A
Exemple _
-3 4

2 -1
1 4
-1 4] |5 5

- =[2 5| x=Ab-
3-8/-2 3] |2 3
5 5
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X= A=t
det(A)
Cette méthode numérique n'est pas tres efficace vu qu'elle nécessite plus
de calcul et plus d'espace mémoire
n’nk-2n® additions
(n+Hnk-n(n-1)—-1 multiplications =y Ny, =nl(n® +n+1)+3n°—n
1 division
Théoreme de Cramer

ieme colonne de A est remplacée par le vecteur b

all tee a'li—l bl a1i+1 A aln
aZl A a2i—l bZ a2i+1 A a2n

(com(A))T b

X = det(A,) ;i=1.n
det(A) A, =

T —42 42
8 2
_l2 -10]_—s0-4_-84_,

-10 —4‘_—8—(—50) _42_

X, = =——=
—42 —42 42
Cette méthode numérique aussi n'est pas trés efficace vu qu'elle nécessite plus
de calcul et plus d'espace mémoire
(n+1)(n'-1) additions
n(n+1)n! multiplications p==1 N, =ni(n+1)*~1
n divisions




La solution de ce probléme est l'utilisation des méthodes directes
pour la résolution du systéme linéaire Ax = b, a savoir :

- Méthodes d'élimination de Gauss
* Méthode d'élimination de Gauss
* Méthode d'élimination de Gauss a pivot partiel
* Méthode d'élimination de Gauss a pivot total
* Méthode d'élimination de Gauss-Jordan

- Métode de décomposition LU

- Méthode de Choleski

" A est une matrice diagonale

0 X b,
0 0 Xi = bi
“. 0 : :
0 a X b

solution

Algorithme

pour i =1 jusqu'a n faire

b
X, < —
&
fin pour
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Le codit total de la descente
=n’ opérations élémentaires

pour i =2 jusquan faire
somme <« b,
pour j =1 jusqua i —1 faire
SOMMe < somme — &, X;
fin pour
somme
&;

fin pour
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S . - solution
A est une matrice trlangulalre superieure
Coay oA, X, bl anbn/an
’ ’ : : : Xa = (bn-l — a1 X, )/an-ln-l

0 O aii a|n XI = bl .
S
0 0 0 a)lx) lb, X, = (b —ay,X, +...+a,X,)/a,

. algorithme de remd

b S
Xy =" .
a, pour i = n—1 jusqu'a 1 faire
1 ] somme <« b,
Xi= b= 2 ax R
aj joitl pour j =i+1 jusqu'a n faire

SOMME <— SOMMe — g; X;

. i fin pour
Le codt total de la remontée
o . . somme
=n’ opérations élémentaires 5
il
fin pour

Exercice

X, =—=4 X 1
X, -1
_—8+x, =
=——py =2 X, 2
~19+5x, - x, X
L= =-1
1
A X, 2%+ X, -1
= 3 =
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Principe

L’idée de cette méthode est de ramener un systéme linéaire quelconque
a un systeme triangulaire (supérieure ou inférieure).
La solution est obtenue par les algorithmes de remontée ou de descente

N
L’étape de mise a zéro d’une partie des coefficients de la matrice est qualifiée
d’élimination
MA
Ax=b =+ MAX= Mb Forme échelonnée = Forme Triangulaire

La méthode d’élimination est basée deux étapes :

1. Factorisation (Triangularisation)
2. Résolution du systéme triangulaire (Remontée ou descente)

all au am Xi = bi = 0 all ain XI = bi
nl a, a, L % bn 0 0 ann J _Xn bn
Pas 1 Premier Pivot du Gauss

@ @ @
a5 ;3 ot a,
@ @ [€8)
azy az; azs oo azn
[€8) [€Y) [€Y) [€8)
Aazy Az Azz ot Az,
@ @ @ @
any sz ags ot an,
[€5] (€3] @ @
@ w @ a; as a3 T g,
m>’ =a; /a7 | o a®? a®® ... a®
@ 5@ (€8] 2 2 2
m® —af/aP| 0 a® a@ - aP
1 1 1 (2) (2) (2)
mil) = ar(11) / al(l) o an2 an3 o ann
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

Pas 1
/' Pour annuler ’élément en position (i,1) il faut soustraire de la i€™ ligne,

la premiére ligne multipliée par m® =a(’/a

Annuler tous les éléments de la premiére colonne de A, sous af)
vient a pré-multiplier la matrice A
parla matrice identité dans laquelle les éléments de la premiére colonne,
a partir du deuxieme élément, sont remplaces par —m®soit M ®ette matrice

1 0 0 1 00 -9
_mg) 10 -9 . mﬁ? 1.0 -9
MO =|-m® 0 1 -0 (M®)"=Im® 0 1 -0
o0 1 " 0 0 1
Les seuls eléments a calculer sont les a®, i,j=23..n; et b®, i=23..n.
Ona m®P=a%/a® , i=23...n
il il 11
b?® =b® -m®b®,i=23,...n
(2) _ 5@ DM@ § =
a; _aij -m’ a1j A, 1=2,3,..,n 14
r il

Méthodes directes pour la résolution des systémes linéaires

. o ATe e e
/ Pas 2
/ @ @ @ @ @
a5 a5 a3 e a5 X b1
2 2 2 2
Deuxieme pivot | O alf - afd || x b
@ 2 @ | p®
du Gauss 0 as; A3 ctt 8g, X3 | = b3
2 2 2 2
0 af a® - af |[x b®
A hO© b(®
a® a® a® o . g0 |
11 12 13 14 in (2)
@ L@ 4@ @
0 p 8y Ay ot @y @ bZ
€} ) (3 3 | K3
A®_| 0 0 ag ap - ag b™ =] b
@ L0 ®
0 0 Q5 Ay Ay, .
: : © A4 <:3> b
O 0 a‘n3 an4 ann "
Pour annuler les éléments de la deuxieme colonne de M® A® = A®@
qui sont sous le deuxiéme pivot,
il suffit d’appliquer le procédé utilisé pour obtenir M® A®),
15




@ _ 5@ 5@
m” =a;’ /ay,

1 0 00
0 1 00
e 0 -m® 10
0 -m® 0 1
0 -m® 00

[/ Pas 2
De chaque ligne i (i=3,4,...,

La nouvelle matrice de transformation s’écrit :

0 0 1 0 00 0O

0 0 0 1 00 O0O0
(2)

0 0 (M(2>)71: 0 m; 10 0 O

0 0 0 mff) 01 00

01 om? 00 01

On obtient le nouveau systeme équivalent : M@ M® Ax = M@ M® b

Les seuls éléments a calculer sont cette fois : al®, i, j=3,4,...n:etb®,i=3,4,...,n

n) il faut soustraire la deuxiéme ligne multipliée par

Selon les formules

aij

b‘s’—b. ~mPp@,i=3,4,.

@ —a®/af) , i=34,..n

2) 2 H
=ai‘j m()agj,,1—34 16

Fas ki 1 b®

aﬁ (1) ag) 31(.1) aﬂ) . aﬁ) i

0 ANy AP el oAl b;?

0 0 aj ay) ay) aé? :

: : : ) (:k) ) (.k) : (.k) (k) bk

sl 0 o - akj o al ph®) = k

pivot|| : : Do b RV :

du g 0 0 ... a® ® ... g0 (k)

Gausy . . . ':k a'! . a'" b
lo o 0 oy o ay

pour i=k+1,..,n

a(k+1) - a(k) a](kk)

A

k1), p(k) ay ®)
B b -

kk

s j=k+1..,n

matriciellement : A®* = MW AR, kD = g k-
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

r 9 sy

ar application de n-1 transformations du type de M® et M@
on obtient finalement, pour autant que les pivots successifs soient non nuls,
e systeme MOD_ MO MOA =MD M®_ MDp
équivalent au systtme Ax = b, mais dont la matrice est triangulaire supérieure
Alg%rithme de remonté
(a? a® a® a® T =] [ 6]
0 af agp aiy || % b5
0 0o a¥ al® X3 | | b{®
0 0 0 af., al, | % b "
o o o o a® | x ] [b"
brsn) 1 (n-1) n-1 f
Xn = ar(]rr:) Xn—l m[bn—l _an—lnxn]
X, b® - >aPx, | i=n-1n-2,...1
"l [ kZH:l X 18
Méthodes directes pour la résolution des systémes linéaires
1 Exercicel
25 5 1||x 106.8 25 5 1 106.8
64 8 1||x,[=[1772|=|64 8 1 177.2
144 12 1| %, 279.2 144 12 1 279.2
(25 5 1 106.8
64
— =256 0 -48 -156 —96.208
25 144
0 -168 -4.76 —335.968|—— =5.76
- 25
(25 5 1 106.8 |
0 -48 -156 —96.208
“168_,5 |0 0o o7 0.76 |
48 o 76 .
X == =1.08571 X, 0.290472 /
- X, |=| 19.6905
e =M =19.6905 2
—4.8 X; | 1.08571
_106.8-5% =X _ 4 590472 19
25
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

30
=| 50
0
oy H- gk Sue 7 0 3 ! 30
=|0 11 -3 50
e 1 -1 -1 0
S0V -
7o s 30 =2 __0.152A
011 -3 i 50 131
50+31, 590
1 10 . 30| 1I,= 322 _ 4 5038A
Pe— P -2P0 1 -2 f -2 T
] 1,=2023h _ 435110
70 3 30 7
011 -3 : 50 I, | | 43511
o <2>+1ng’0 o 13 . 20 I, [=| 4.5038
11 7 7] I -0.1526 | ~
///—:’;':2

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

A T’étape k il faut calculer les

(n-K) termes mi(kk) = (n-k) divisions
(n-k) termes b®) = (n-k) additions

= (n-k) multiplications
(n-k)? termes af® = (n-k)? additions

= (n-k)?’multiplications

Pour I’ensemble des n-1 étapes, il faut faire nz_l(z(n —K)(n-k+1)+n-k) = E(Zi(i +1)+i)

7 k=1 i=1

opérations soit %nﬁ%ntgn auxquelles

il faut encore ajouter n? opérations pour 1’élimination ascendante.

La méthode de Gauss exige donc finalement le calcul
de 23,827,  opérations en tout.
3 2 6
Tout ceci n’est évidemment valable que si les pivots successifs
des transformations sont non nuls.

18/03/2021
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algorithme de Gauss
Pour k =1 jusqu'a n-1 faire
sia, =0
arréter l'algorithme et donner un message d'erreur
sinon
pour i =k +1 jusqu'a n faire . >
algorithme de remontée
. b, b, - b, b,
algorithme Ay X, ¢ —
o Qe . pour j =k +1 jusqu'a n faire pour i = n—1 jusqua 1 faire
actorisation a
a; < a; '—kak,- somrr_1e <— 0 _ _
k pour j =i+1jusqua n faire
fin pour somme < somme+a; X;
a, <0 fin pour
fin pour b, —somme
c . Xi ) S —
fin si .
fin pour fin pour
o al

—
[ probléme . (
1 1

2
Trouver x en ne gardant que 4 chiffres significatifs aprés la virgule

remier pivot:10~* 1 10* ! X= !
P prvet-22 e el o 110 ~l2-10°

(0 felaw)o Ll

La solution obtenue par la méthode d'élimination de Gauss est :

X= [S] Différente de I'exacte!!!

La solution exacte de ce systeme est :

. 1.0001
~10.9999

11
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

r rye . .

/ Remarque

Il peut arriver que lors de I'élimination, dans l'ordre naturel de calcul,
un pivot nul.

En outre, pour des raisons de stabilité de l'algorithme, on a intéret a
chaque étape de I'élimination a choisir le pivot tel que ‘aﬁ'k‘)‘ soit le plus
grand possible.

Pour cela, deux stratégies d'élimination sont possibles :
- Stratégie d'élimination de Gauss a pivot partiel
- Stratégie d'élimination de Gauss a pivot total

Choix du pivot : minimiser les erreurs d’arrondis si un pivot est nul,

on permute deux lignes pour minimiser les erreurs d’arrondis :
on choisi le plus grand pivot possible (en valeur absolue)

et donc on permute les lignes (voir les colonnes associées)
c’est la stratégie du pivot maximal (partiel (lignes) ou total)

-

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

f e i @) O]
" Pivot i %
. (2) (2)
partiel & v Ay
@ ... a0
j n
(k) k| Ligne du
ag) - alin) g.
. pivot
(k) (k) (k)
0 0 o - ay| i ey
(k) (k) (k)
i 0 0 o ... ay[ - anj ann_
) Colonne du pivot
Au k'™ pas de I'élimination, on choisit comme ligne de pivot celle 4
qui, parmi les (n-k +1) restantes, I'tlément de module maximum en
colonne k et on permute dans A® la k™™ ligne naturelle et celle
qui réalise ce maximum :
‘aﬂ:)‘ = max{‘aiﬁ(k)‘; i> k} 25

18/03/2021
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Pivot
partiel

(4@ @ 1) @ @ 07
ap  a; Ay v gy e alj A
(2) (2) (2) (2) (2)
0 8y 8y v Ay e 8y v d
(3) (3) (3) (3)
0 0 ay oA e a3j TR P

Permutation
des lignes

() (®) ()
0 0 0o .- |akk ey e

6 0 0 --:(Iai"k") a_(._KJ a.(""

~

0 0 0 - a¥

—
/

Exemple

10 1 m
X=
1 1 2
N 1 11 2
[101 ﬂx:[2]L1<—L2:>(104 JX:[J )(220.999821
- 0.9999
L« L,-10"L :>[1 ! ]x=[2 ) X =2-x%=1
0 0.9999 0.9998

La solution obtenue par la méthode d'élimination de Gauss a pivot partiel est :

X= @ Trés proche de lI'exacte

La solution exacte de ce systeme est :

. 1.0001
~10.9999

18/03/2021
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Méthodes directes Eour la résolution des sxstémes linéaires

Exemple

Sans permutation du pivot
1133 5281 x| [6.414
{24.14 —1.210}{&}:{22.93}
i {1.133 5.281 }{xl} { 6.414 }
M= 55 =2131 0000 -1137]x,| |-1138

X, 0.9956
|:x2:| - |: 1.001 } Précision!!!
Avec permutation du pivot
2414 1210 % | |2293 X, ,
[1.133 5.281 }{xj - {6.414} {xj :{ _
24.14 -1.210| x 22.93
=0. 04693{0 000 5.338 }{ } {5

o 1133 133
27 o814

-

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

/ 1 1 1 1, 1 1) 7]
vt ) Ay Al oA oAl - el
VO 0 2@ a?@ ... a®@ ... g@ .. @
tOta| 22 23 20 2] 2n .
0 0 Permutation

]

® €] ® ®
. . R . |des lignes

0 0 0 - [ - BY[ - a®
0 0 0 ai(kk) ai(jk) ai(nk)

0 0 0 - ¥ . ¥ .. a®

Au k®™ pas de I'€limination, on choisit comme Mermmaﬂon

des colonnes

de plus grand module dans la matrice d'ordre (n-k +1) restante. /
On permute dans A% la k™™ colonne naturelle et celle du pivot.
Ce qui modifiera I'ordre des composantes du résultat X = {x;},, _
A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
l'ordre initial les composantes de la solution X. 27

18/03/2021
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Méthodes directes Rour la résolution des sxstémes linéaires

7

Exemple 2 -1 -1|x 1
-1 3 1% |=|6
-1 -1 2|x| |-5 -
ChC, et &
2 Ll 2 2 _1 _1
3 -1 -1][x] [6 X, | |6
1 S 4
12 Afx [=[1 |kebkzh)0 2
-1 -1 2| x -5 1 4
— — L +—= 0 ——
Lykr3h|0 3
2 -1 -1 6
X2
5 4 3
0 - —||X |=
4 3 3 X 3
- < I
Lelitcblg g g 5

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

/ Principe
Le princige de la méthode d’élimination de Gauss —Jordon consiste a mettre la matrice
sous forme diagonale.

Pour cela, on procede comme 1’algorithme d’élimination de Gauss mais en annulant a
aque pas tout les éléments de la colonne considérée situés au dessous et au dessus de la

(4@ @ @ i[O [€Y) @) @ po
ay ap; ay by ay ag ay by
@ @ @ p® @ @ |
& ay o by I 0 a3 azn by
@ [N @ | p® 6) @ | @
_anl an2 ann ' bn 0 an2 ann : bn
(4@ ) 1 K[© @) {1
a:ll O a'nn j bl ail O 0 j bl
(2) ) K2 (2) fpn-
0 aj; a,, i b; ‘ 0 a; 0 b;
0 o a® i p® 0o o

18/03/2021
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

/Cette méthode est moins efficace pour la résolution des systémes linéaires par rapport a
2 méthode d’élimination de Gauss.

/
>
i

o
[N

i 7 -2 4| |0 %

4
8 -3 5(0 10 Al
7 -2 40 0 1

mmm | A

A Al 3 5, -1
3
5

()

0]-2 2 -1
0[3 5 4
115 -6 4 ©

y/40°

1
0 -1|-2 10

/‘/‘/01

o O
(an B

™ .l

Méthodes directes pour la résolution des systémes linéaires

,sitous lesal’ =0
alors A peut étre décomposée sous la forme : A= LU

\éoreme 2S0it A=(a;) |, telles que toutes les sous matrices d'ordre k (k <n)

e By

sont inversibles et notées A, telque A, = K :
Qg By

Alors il existe une matrice triangulaire inférieure L avec I, =1 (i =1,...,n)

et une matrice triangulaire supérieure U telle que A= LU. Cette factorisation est unique.
Résolution
La factorisation LU est particulierement avantageuse lorsqu'on doit

résoudre plusieurs systemes d'équations linéaires ayant tous la méme
matrice A mais des seconds membres différents.

En effet, il suffit de conserver les matrices L et U obtenues a l'iss
de la factorisation pour ramener ensuite la résolution de chaque
systeme linéaire AX =b a celle de deux systémes triangulaires :

LY =b résolution par descente pour déterminer Y
{UX =y résolution par remontée pour déterminer X

18/03/2021
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Méthodes directes Eour la résolution des sxstémes linéaires

7

riciellement : A®™® = M WAK:  pd =\ K.

gtermination de L et U

1 X (k)
omment construire Let U ? m® — _ aik
. i - k) ? 1
idée : reprendre 1’étape de " ,Ek) 0 0 0
0 1 0 0
factorisation de la méthode de Gauss M®=|0 0 1 oo
A(n) =M (n-1) A(n—l) Lo mii)k .0
_ _ _ (k)
= M DM -2 A(-2) 0 0 mP 0 1
=MOIOMOD MOMO A
M
- MA@A=M’1Uenposant L=M"
(4@ (6 [N @ 7
1 2 3 n 1
2 2 2
0 af af - af |
3) (3) (k) 21
U= 0 0 ag e A, | = a . L=|1
| : : .. : O .
0 0 0 algi:{n—l ar(1'1:)l.n |

0O 0 © 0o a |

= -

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

7

Ly =b

A=LU; Ax=b <= {
Ux =Yy

Remarque La décomposition LU est une méthode économique de calcul de

déterminant de A, soit :

det(A) = det(LU) = det(U) det(L) = det(U) = ﬂaﬁﬁ’
k=1
pourk =1jusqu'an-—1
pivot < a (*stratégie de pivot *)

de si pivot= Oalors
orithth® P
A‘g e LU Zkk «~1
) W\Poslt‘o“ pouri =k +1 jusqu'an
deco Cig < Bik
pivot

pour j=k+1jusqu'an
oy Ay — Ly
fait
fait

fait sinon "probleme” 33

18/03/2021
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

3X, = -5
X, + 3% = -1
2x, — 10x, + 2x; = —-20

/ /I Exemple I

(1 -3 0 1 0 0|1 -3 O
A=|0 1 3|=(0 1 0|0 1 3|=LU
2 -10 2 2 -4 1||0 0 14

(D) Let y=Ux, andsolveLy=b

1 00]|Yi| [-5] y,=-5
0 10)ly,|=| 1ly,=-1
2 =4 1]y, | 1=20] y,=-20-2y, +4y,

=-20-2(-5)+4(-1) =-14
(2) Solve the following system Ux =y

1-3 0][x] [-5 X =—1
0 1 3f[x|=|-1 X, ==1-3%, =-1-(3)(-1) =2
0 04flx ] 14 X, = ~5+3x, = -5+3(2) =1

= -

Méthodes directes pour la résolution des systémes linéaires

n-1
Pour I’ensemble des n-1 étapes, il faut faire > (n-k)* opérations d’addition
t de multiplication, soit %n(n—l)(n_%):%ﬁ “auxquelles

faut encore ajouter nZﬁl(n—k)%n(n—l) divisions.
k=1
) . . 1 A
La méthode LU exige donc finalement le calcul de =§n3 opérations.

Tout ceci n’est évidemment valable que si les pivots successifs
des transformations sont non nuls.

Remarque

Si A est inversible, il existe une matrice de permutation P telle que PA soit factorisable
sous la forme LU : c'est la méthode d'élimination du Gauss a pivot partiel  PA= U

Si A est inversible, la méthode d'élimination du Gauss a pivot total consiste a trouver
deux matrices P et Q telles que PAQ soit factorisable sous la forme LU

18/03/2021
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Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

existe une matrice inversible C triangulaire inférieure telle que : A=CC"
les éléments diagonaux de C sont strictement positifs

alors la décomposition est unique
A=LU =LDDU < A=LDL"

d, 0 .. ... O
0 - :
D=| : di - EoL i =4u
’ .0
0o ... 0 d,
T
A= L D L
matrice triangulaire inférieure matrice diagonale a termes /
a diagonale unité strictement positifs

A=CC” : factorisation de Cholesky C = L/D. 8

_|

= -

Méthodes directes pour la résolution des systemes linéaires

Résolution

A=CC"; Ax=b <=

37

18/03/2021
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n3

our I’ensemble des n-1 étapes, il faut faire additions et =%n3 multiplicationp
:%nz divisions et =n extractions racine carré.
éthode de Choesky exige donc finalement le calcul de =%n3 opérations.

Tout ceci n’est évidemment valable que si la matrice A est symétrique et définig
ositive.

Remarque La méthode de Cholesky est une méthode économique de calcul de

déterminant de A, soit :

det(A) = det(LDL") = det(D) =] [ d,

2

—det(cC™) = (det(©))’ = [ [(c:)

i=1

a, a4, &, &, 0 0fe, e 6

A, &, a|=|ey € 00 e, e,
&; @ a €y €, C5f| 0 0 ey
4 2 -2 2
2 5 1 — 1
o'=a=4 > e=m=2 |5 1 6| |1
BT 2 e“:%:l 1 0 07
1 : ‘o
ee ma,=2 > e,=2-1 |1 1 ollo 4
. 2 00
2 2 7 1 1
Bn +eu :an:S = eﬂ: an_en :2 __5 E IJ
€18y +CL5 =y =1 = €y = 8~ oy -1
€y
0312+eﬂ2+0332:a$=6 = ew:JMﬂ

18/03/2021
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